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1. 令函數 f(x) = x
√
x2 + 3.

(a) (5%) 說明 f(x) 是一對一函數。

(b) (5%) 令 g(x) 是 f(x) 之反函數，求 g′(−2)。

Solution:

(a)

f(x) = x
√
x + 3

f
′

(x) =
√
x + 3 +

x2
√
x + 3

> 0,∀x ∈R

⇒ f(x)嚴格遞增，所以f(x)是一對一函數。

評分標準：

1. 微分= 1% + 2%

2. 「f
′

(x) > 0，所以f(x)為嚴格遞增函數」= 1%

3. 「f(x)嚴格遞增，所以f(x)是一對一」= 1%

4. 微分錯誤，無法達到「f
′

> 0⇒ f嚴格遞增⇒一對一」的結論，所以錯誤以後不給分。

(b)
g(f(x)) = x

g
′

(f(x)) ⋅ f
′

(x) = 1

g
′

(f(x)) =
1

f ′(x)
(2%)

當x = −1, f(−1) = −2，所以 g(−2) = −1 (1% + 1%)

∴g
′

(−2) = g
′

(f(−1)) =
1

f ′(−1)
=

2

5
(1%)
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2. (a) (6%) 設 a, b 為實數。若 lim
x→0

√
ax + b − 2

x
= 2，則 a, b =?

(b) (6%) 求 lim
n→∞

(
n + 2

n − 2
)
2n.

Solution:

(a) [Method 1]

因為lim
x→0

x = 0、lim
x→0

√
ax + b − 2

x
= 2，所以

lim
x→0

(
√
ax + b − 2) = lim

x→0
x ⋅

√
ax + b − 2

x
= 0 ⋅ 2 = 0

從而
√
b − 2 = 0，即b = 4。 另一方面，透過有理化可得

2 = lim
x→0

ax

x (
√
ax + 4 + 2)

= lim
x→0

a
√
ax + 4 + 2

=
a

4

因此a = 8。

[Method 2]

若我們考慮函數f (x) =
√
ax + b，並且要求f (0) = 2，則原極限式為f ′ (0) = 2。首先由f (0) = 2，可以得

到
√
b = 2，即b = 4。

另一方面，我們由f ′ (x) =
a

2
√
ax + 4

，可知f ′ (0) =
a

4
= 2，從而a = 8。

評分標準：

(a) 空白或僅抄寫題目得0分。

(b) 使用有理化可得2分

(c) 計算出b值可得1至2分（取決於如何說明b為4）

(d) 計算出a值可以得到剩下的分數。（中間若有計算錯誤則得部分分數）

(e) 使用方法二而得到正確答案者可以得到全部的分數，否則最多得三分。

(f) 如果發現a = 2
√
b + 4得2至3分（取決於方法離得到其中一個值還需要的可能步驟數）

(g) 些許計算錯誤僅扣1至2分

(b) 無論那個方法都必然用到：

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)

n

= lim
h→0

(1 + h)
1
h

若沒用到此式則0分至2分，有用到則至少3，接著再依計算錯誤之程度給0至3分。

[Method 1] 直接整理計算有：

原式 = lim
n→∞

(1 +
4

n − 2
)

2n

= lim
n→∞

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣
(1 +

4

n − 2
)

n−2
4 ⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

8

(1 +
4

n − 2
)

4

= e8

[Method 2] 首先可以看出

lim
n→∞

(
n + 2

n − 2
)

2n

= lim
n→∞

(1 +
4

n − 2
)

2n

因此令h =
4

n − 2
，則n = 2 +

4

h
，因此

原式 = lim
h→0+

(1 + h)
4+ 8

h = lim
h→0

[(1 + h)
1
h ]

8

(1 + h)
4
= e8

[Method 3]

原式 = lim
n→∞

(
n + 2

n − 2
)

2n

= lim
n→∞

(
1 + 2

n

1 − 2
n

)

2n

=

lim
n→∞

[(1 +
2

n
)

n
2

]

4

lim
n→∞

[(1 −
2

n
)

−
n
2

]

−4
=
e4

e−4
= e8
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3. (a) (5%) 令 y = cot(cos2(3x))，求
dy

dx
.

(b) (5%) 令 y = xlnx, x > 0，求
dy

dx
.

(c) (5%) 求 sin 3x 的第 52 階導函數。

Solution:

(a)

dy

dx
= − csc2 (cos2(3x)) ⋅ (cos2(3x))

′

(2%)

= − csc2 (cos2(3x)) ⋅ 2 cos(3x) ⋅ (− sin(3x)) ⋅ 3 (3%)

= 6 sin(3x) cos(3x) csc2 (cos2(3x))

(or = 3 sin(6x) csc2 (cos2(3x)))

(b) (1) Since y = xlnx = e(lnx)
2

(1%), we have

dy

dx
= e(lnx)

2

⋅ ((lnx)2)
′

(2%)

= e(lnx)
2

⋅ 2(lnx) ⋅
1

x
(2%)

= 2 lnx ⋅ xlnx−1

(2) Since ln y = ln (xlnx) = (lnx)2 (1%), we have

y′

y
(2%) = 2 lnx ⋅

1

x
(2%)

Therefore,
dy

dx
= y′ = y ⋅ 2 lnx ⋅

1

x
= 2 lnx ⋅ xlnx−1

(3)

dy

dx
= lnx ⋅ xlnx−1 (2%) + lnx ⋅ xlnx ⋅ (lnx)′ (3%)

= 2 lnx ⋅ xlnx−1

(c) f ′(x) = cos(3x) ⋅ 3
f ′′(x) = − sin(3x) ⋅ 32

f ′′′(x) = − cos(3x) ⋅ 33

f (4)(x) = sin(3x) ⋅ 34 (2%)
⋮

By induction, we have

f (n)(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cos(3x) ⋅ 3n if n = 4k + 1, k ∈ N
− sin(3x) ⋅ 3n if n = 4k + 2, k ∈ N
− cos(3x) ⋅ 3n if n = 4k + 3, k ∈ N
sin(3x) ⋅ 3n if n = 4k, k ∈ N

And therefore, f (52)(x) = 352(1%) sin(3x)(2%).
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4. (10%) 試證明 ∣ tana − tan b∣ ≥ ∣a − b∣, 其中 a, b ∈ (−
π

2
,
π

2
), a ≠ b.

Solution:

令f (x) = tanx，並且不失一般性，我們可以假設a < b。由於f在[a, b]上連續且(a, b)上可微分，則根據均值定理(Mean
Value Theorem, MVT)可知存在ξ ∈ (a, b)，使得

f ′ (ξ) =
tana − tan b

a − b

而f ′ (x) = sec2 x，且由於−1 ≤ cosx ≤ 1，因此sec2 x ≥ 1，故f ′ (ξ) ≥ 1。 如此我們知道

tana − tan b

a − b
≥ 1

即

tana − tan b ≥ a − b

類似地我們可以處理a > b的情形，如此證明完畢。

評分標準：

1. 空白或無關作答之文字，0分。

2. 知道要使用均值定理可得2分（含指出條件或正確使用），但僅說明要使用均值定理則得1分。

3. 計算f ′ (x) = sec2 x之結果正確可得2分。

4. 正確認識sec2x之範圍可得2分，若前一步結果錯誤但仍有試圖考量範圍可得1分或2分。

5. 有考慮到a, b之間的大小關係，或使用均值定理時說明出ξ介於a, b之間等敘述可得2分。

6. 其他必要說明之文字以組織證明過程2分。（如說明「設函數f (x) = tanx」、「使用均值定理」等語。）
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5. (10%) 試利用線性逼近估計 esin
−1
(−0.0002)

之值。

Solution:

f(x) = esin
−1 x

(2%)

f
′

(x) = esin
−1 x

⋅
1

√
1 − x2

(2%)

線性逼近： f(x) ≈ f(a) + f
′

(a)(x − a) (2%)

取x = −0.0002, a = 0 (1% + 1%)

∴esin
−1
(−0.0002)

≈ esin
−1 0

+ esin
−1 0

⋅
1

√
1 − 02

⋅ (−0.0002 − 0) (1%)

= 0.9998 (1%)

評分標準：

1. f(x) = esin
−1 x
若微分錯誤，最高只能得六分；

2. 若只估計了esin
−1
(−0.0002)

≈ e−0.0002，最高只能得五分。
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6. (10%) 求曲線 x cos2 y = sin y 在 (0, π) 的切線方程式。

Solution:

(1) cos2 y + x ⋅ 2 cos y ⋅ (− sin y) ⋅ y′ = cos y ⋅ y′ (5%)

Therefore,
dy

dx
=

cos2 y

cos y + 2x cos y sin y
.

dy

dx
∣
(x,y)=(0,π)

=
cos2 π

cosπ + 2 ⋅ 0 ⋅ cosπ sinπ
= −1 (3%)

So the tangent line is y − π = −1(x − 0), i.e., x + y = π (2%).

(2) Since x =
sin y

cos2 y
, points on the curve can be parametrized as (

sin t

cos2 t
, t).

Therefore,
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
1

cos t cos2 t−sin t(2 cos t(− sin t))
cos4 t

=
cos3 t

cos2 t + 2 sin2 t
(5%)

dy

dx
∣
(x,y)=(0,π)

=
dy

dx
∣
t=π

=
cos3 π

cos2 π + 2 sin2 π
= −1 (3%)

So the tangent line is y − π = −1(x − 0), i.e., x + y = π (2%).

(3) Since x =
sin y

cos2 y
, the inverse function is given by g(x) =

sinx

cos2 x
, and the slope at (x, y) = (0, π) is equal to

1

g′(π)
.

g′(x) =
cosx cos2 x − sinx (2 cosx(− sinx))

cos4 x
=

cos2 x + 2 sin2 x

cos3 x
(5%)

Therefore,
1

g′(π)
= −1 (3%).

And the tangent line is y − π = −1(x − 0), i.e., x + y = π (2%).
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7. (23%) 若 y = f(x) =
(x + 1)3

x2 + 2x

(a) y = f(x) 在 (−∞,−1 −
√

3) ∪ (−1 +
√

3,∞) (區間)遞增 (3%)

y = f(x) 在 (−1 −
√

3,−2) ∪ (−2,0) ∪ (0,−1 +
√

3) (區間)遞減 (3%)

(b) y = f(x) 在 (−2,−1) ∪ (0,∞) (區間)凹向上 (3%)

y = f(x) 在 (−∞,−2) ∪ (−1,0) (區間)凹向下 (3%)

(c) y = f(x) 之極大值(若存在的話)： −
3
√

3

2
, (−1 −

√
3,−

3
√

3

2
) (座標) (2%)

y = f(x) 之極小值(若存在的話)：
3
√

3

2
, (−1 +

√
3,+

3
√

3

2
) (座標) (2%)

(d) y = f(x) 之所有漸近線為 y = x + 1, x = −2, x = 0 (4%)

(e) 畫出 y = f(x) 之圖形 (3%)

Solution:

(a) 化簡

(x + 1)3

x2 + 2x
=

(x + 1)3

(x + 1)2 − 1
=

[(x + 1)2 − 1](x + 1) + (x + 1)

(x + 1)2 − 1

= x + 1 +
x + 1

(x + 1)2 − 1

微分得

f ′(x) = 1 +
[(x + 1)2 − 1] − (x + 1) ⋅ 2(x + 1)

[(x + 1)2 − 1]2
= 1 +

−1 − (x + 1)2

[(x + 1)2 − 1]2

=
(x + 1)4 − 2(x + 1)2 + 1 − 1 − (x + 1)2

[(x + 1)2 − 1]2

=
(x + 1)2[(x + 1)2 − 3]

[(x + 1)2 − 1]2
=

(x + 1)2(x2 + 2x − 2)

x2(x + 2)2
或

x4 + 4x3 + 3x2 − 2x − 2

x2(x + 2)2
.

可知當分母為 0, 即 x = −2, 0 時不存在, 且

f ′(x) = 0⇒ x = −1, −1 ±
√

3

f ′(x) > 0⇒ (x + 1)2 − 3 > 0

⇒ x > −1 +
√

3 或 x < −1 −
√

3

f ′(x) < 0⇒ (x + 1)2 − 3 < 0 且 x ≠ −2, 0

⇒ −1 −
√

3 < x < −2, −2 < x < 0 或 0 < x < −1 +
√

3.

因此得 f(x) 在 (−∞,−1 −
√

3) ∪ (−1 +
√

3,∞) 上遞增 (注意到 f ′(x) 在 x = −1 前後並沒有變號),

在 (−1 −
√

3,−2) ∪ (−2,0) ∪ (0,−1 +
√

3) 上遞減.

註: 若將端點考慮進去, f(x) 在 (−∞,−1−
√

3]∪ [−1+
√

3,∞) 上遞增, 在 [−1−
√

3,−2)∪ (−2,0)∪ (0,−1+
√

3]
上遞減.

評分方式:
[1] 微分正確, 完成解根或者因式分解, 但錯誤判斷遞增、遞減區間, 至少給到 3%.
[2] 微分計算部分錯誤, 情節輕微不影響答案正確者, 扣 1%.
[3] 微分計算顯然錯誤, 依錯誤之微分做出正確判斷者, 各給予 1%.

[4] 遞減區間若未排除 −2 跟 0, 或寫 (−1 −
√

3,−1 +
√

3), x ≠ −2,0, 扣 1%.
[5] 區間以擴張至最大為原則. 區間之端點除了 −2,0 不可計入外, 其他均不算錯.
[6] 微分算對, 誤以為在 x = −1 變號, 給到 4%.

(b) 由前一小題, 再將分式化簡

f ′(x) = 1 +
−1 − (x + 1)2

[(x + 1)2 − 1]2
= 1 +

−[(x + 1)2 − 1] − 2

[(x + 1)2 − 1]2

= 1 −
1

(x + 1)2 − 1
−

2

[(x + 1)2 − 1]2
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計算二次微分, 得

f ′′(x) = −
(−1) ⋅ 2 ⋅ (x + 1)

[(x + 1)2 − 1]2
−

(−2) ⋅ 2 ⋅ 2(x + 1)

[(x + 1)2 − 1]3

=
2(x + 1)

[(x + 1)2 − 1]2
+

8(x + 1)

[(x + 1)2 − 1]3

= (x + 1)
2[(x + 1)2 − 1] + 8

[(x + 1)2 − 1]3
=

(x + 1)[2(x + 1)2 + 6]

[(x + 1)2 − 1]3

=
2(x + 1)[(x + 1)2 + 3]

x3(x + 2)3
或

2(x + 1)[x2 + 2x + 4]

x3(x + 2)3

或
2(x + 2)(x + 1)x[(x + 1)2 + 3]

x4(x + 2)4

或
2x3 + 6x2 + 12x + 8

x4(x + 2)4
.

同樣知在 x = −2,0 時不存在, 其在各區間之正負號如下表

x −2 −1 0
f ′′ − ∆ + 0 − ∆ +

∆ ∶不存在.

可知凹向上區間為 (−2,−1) ∪ (0,∞), 而凹口向下的區間為 (−∞,−2) ∪ (−1,0).

若想考慮端點, 則分別為凹向上 (−2,−1] ∪ (0,∞), 凹向下 (−∞,−2) ∪ [−1,0).

評分方式:
[1] 微分計算正確, 完成解根或者因式分解, 但錯誤判斷區間, 至少給到 3%.
[2] 微分計算部分錯誤, 情節輕微不影響答案正確者, 扣 1%.
[3] 微分計算顯然錯誤, 依錯誤之微分但做出正確判斷者, 各給予 1%.
[4] 凹向上、凹向下區間若未排除 −2 跟 0, 各扣 1%.
[5] 區間是否包括端點, 除了 −2,0 不可計入外, 其他均不算錯.

(c) 依前述一次微分之結果, 可能發生極值之臨界點 (critical point) 或者微分不存在的點為 −1,−1±
√

3,−2,0. 但 −2,0

之函數值不存在, 因此只考慮 −1,−1 ±
√

3 三點.

利用前述的二次微分結果, 根據二次微分檢定,

f ′′(−1 −
√

3) < 0⇒ f(−1 −
√

3) =
−
√

27

3 − 1
= −

3
√

3

2
為 (局部) 極大值.

f ′′(−1) = 0⇒ 由凹向改變可知f(−1) 並非極值.

f ′′(−1 +
√

3) > 0⇒ f(−1 +
√

3) =
3
√

3

2
為 (局部) 極小值.

(註: 利用 x = −1 ±
√

3 ⇒ x + 1 = ±
√

3 代入.)

故可知 (−1 −
√

3,−
3
√

3

2
) 為極大點, (−1 +

√
3,

3
√

3

2
) 為極小點.

評分方式:
[1] 四個數字各給 1%.
[2] 極大極小判斷錯誤, 由於給分範圍極小, 只能視各種情況扣 1% ∼ 2% .
[3] 沒有理由, 只寫答案, 不予給分.

(d) 依函數式可知當 x→ ±∞ 時, 有

∣f(x) − (x + 1)∣ = ∣
x + 1

(x + 1)2 − 1
∣→ 0.

因此 y = x + 1 為一斜漸近線 (當 x→ ±∞).

另外由於分式之分母在 x = −2, 0 時為 0, 因此在 x → −2, 0 時會趨近正/負無窮大, 故 x = −2, x = 0 為兩條鉛直漸

近線.

評分方式:
[1] 斜漸近線 y = x + 1, 2%.
[2] x = 0, x = −2, 各 1%.
[3] 沒有理由, 只寫答案, 不予給分.
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(e)

評分方式:
[1] 依相似程度給分.
[2] 前面沒提到的, 反曲點剛好也是 x 軸交點 (−1,0): 沒標出來, 扣 1%.
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8. (10%) 已知一卡車在固定時速 x 公里下(60 ≤ x ≤ 120)的油耗是 500/x (公里/公升)，汽油每公升 20 元且卡車司機的時薪是

400 元。從台北到高雄 400 公里，請問在油錢和司機的薪水之總和最少的情況下，卡車的時速須維持多少？ (時速必需介與
60 和 120 之間 )

Solution:

Let f(x) = 20 ⋅
400
500

x
+ 400 ⋅

400

x
= 16x +

160000

x
(4pts)

then f ′(x) = 16 −
160000

x2
(4pts)

set f ′(x) = 0

then 16 −
160000

x2
= 0⇒ x = 100 (2pts)

answer is 100km/hr
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